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ZADANIE 1. Zidentyfikuj przestrzenie sprzȩżone do c (cia̧gi zbieżne) i c0 (cia̧gi
zbieżne do zera) (obie z norma̧ supremum).

ZADANIE 2. Udowonij, że (Lp([0, 1]))∗ jest izometrycznie izomorficzna z Lq([0, 1]).
Zrób to dla p > 1 oraz dla p = 1 (wtedy q = ∞). To samo dla przestrzeni na R w
miejsce [0, 1].
Wskazówka: Pracujemy tylko z funkcjonaÃlami nieujemnymi. Miarȩ zdefiniuje siȩ
prosto, bo funkcje charakterystyczne zbiorów ograniczonych sa̧ w Lp. Nastȩpnie
z Tw. Radona-Nikodyma wykazać, że miary te maja̧ gȩstości. Wreszcie, żeby
pokazać, że taka gȩstość należy do Lq trzeba zastosować trick analogiczny jak dla
cia̧gów.

ZADANIE 3. Niech H i H ′ oznaczaja̧ przestrzenie Hilberta. Operator (liniowy
cia̧gÃly) T : H → H ′ nazywa siȩ unitarny, jeśli jest surjekcja̧ i zachowuje iloczyn
skalarny: 〈Tx, Ty〉 = 〈x, y〉. Oczywíscie jest on wtedy izometria̧.
(a) Wykaż, że warunek zachowywania iloczynu skalarnego jest równoważny za-
chowywaniu normy (czyli bycia izometria̧).
(b) Pokaż, że w przestrzeniach skończenie-wymiarowych o jednakowym wymiarze
surjektywność już wynika dla izometrii.
(c) Podaj przykÃlad zachowuja̧cego normȩ operatora z `2 w `2, ktory nie jest sur-
jekcja̧.

ZADANIE 4. Przypominam definicjȩ operatora sprzȩżonego: Jeśli T : V → W
to T ∗ : W ∗ → V ∗ jest zadany wzorem T ∗(y∗)(x) = y∗(Tx) (czyli 〈x|T ∗(y∗)〉 =
〈Tx|y∗〉. Udowodnij, że jeśli V jest refleksywna to ‖T ∗‖ = ‖T‖. Czy jest to prawda
bez refleksywności?

ZADANIE 5. Niech φ : N→ N. Zdefiniujmy operator Tφ : `p → `p wzorem

Tφ(x) = (y), gdzie x = (xn), y = (yφ(n)).

(a) Udowodnij, że Tφ jest ograniczony wtedy i tylko wtedy, gdy φ “skleja” (daje
ten sam obraz) co najwyżej pewnej ograniczonej liczbie punktów.
(b) Tφ jest odpowiednio surjekcja̧ lub injekcja̧ wtedy i tylko wtedy, gdy φ jest
injekcja̧ lub surjekcja̧ (na krzyż).
(c) Jeśli φ jest bijekcja̧ to Tφ jest izometria̧ (sprawdź, co o normach wynika z tego,
że φ jest tylko injekcja̧ lub tylko surjekcja̧).
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